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“Las secuencias didacticas son conjuntos articulados de actividades de aprendizaje y evaluacion que, con la
mediacion de un docente, buscan el logro de determinadas metas educativas, considerando una serie de

recursos”

Informacion general de la asignatura
Nombre: Calculo 11l
Programa académico: Ingenieria Electrénica - Ingenieria Industrial

Prerrequisitos para el aprendizaje

Académicos: conocimientos sobre el concepto y calculo de la
derivada; la integral de una funcién de valor real.

Personales: disposicion y deseos de aprender, ser responsable y
contar con tiempo suficiente para el desarrollo de las diferentes
actividades propuestas.

Requerimientos técnicos:
Correo institucional

Referencias
Texto 1: Stewart, J. (2018) Calculo. Trascendentes tempranas. (8
ed.) México: Cengage.

Texto 2: Smith, R. Milton, R. & Rafhi, Z. (2019) Calculo:
trascendentes tempranas. (5 ed.) México: McGraw — Hill
Education.

Contenido de la asignatura por
tematicas

Tema 1. Funciones de varias variables
y superficies. (2 semanas)

Tema 2. Diferenciacion parcial (6
semanas)

Tema 3. Integrales Multiples (4
semanas)

Tema 4. Calculo Vectorial (4 semanas)

Actividades

Por parte del docente: presentacion
conceptual de las tematicas y
orientacion para la realizacion de
actividades propuestas para la
asignatura.

Por parte del estudiante: Estudio
permanente y Realizacion de
actividades propuestas en la guia de
trabajo y demas sugeridas por el
docente

Realizacién del proyecto de curso

Evaluacion de la asignatura

Examen parcial (20%) — semana 8
Examen Final (20%) — Semana 17
Seguimiento (60%) — 4 eventos
evaluativos del 10% cada uno, un
proyecto de curso y su respectiva
exposicion (10%), coevaluacioén de la
exposicion (5%) y autoevaluacion (5%)
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Ruta de aprendizaje

Tema 1. Funciones de varias variables y superficies (2 semanas)

Evaluacion

Evento evaluativo de la tematica
Semana 3

Valor 10%

Autoevaluacién permanente

Resultados de Aprendizaje

Al finalizar esta unidad el estudiante estara en capacidad de:

Identificar una funcion de varias variables desde su definicion, el
reconocimiento de su dominio, su rango y su grafica.

Utilizar los conceptos relacionados con una funcion de varias variables en
la solucion de problemas en diferentes contextos

Criterios de desempeno

Reconocer una funciéon de varias variables como objeto matematico
Identificar el dominio y el rango de una funcion

Operar con diferentes funciones

Reconocer graficamente una funcion

Graficar un mapa de contornos de una funcién de dos variables
Identificar diferentes tipos de superficies cuadricas basicas.

Modelar diferentes problemas por medio de una funcion.

Pregunta Orientadora

Guia de trabajo

¢ Es posible desde el estudio de las funciones de varias variables acercarse al desarrollo de conceptos

importantes para el trabajo en ingenieria?

Preliminares: Introduccién al Espacio Numérico Tridimensional

Definiciones

1. Todo conjunto numérico de 3 elementos se llama terna o triada ordenada.
2. El conjunto de todas las ternas ordenadas (x,y,z) de numeros reales constituye el llamado espacio

numeérico tridimensional.

Cada terna ordenada de numeros reales se puede situar en el espacio como un punto y a cada punto en
el espacio se le puede asignar una terna de numeros reales.
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Coordenadas rectangulares en el espacio
Si P(x,y,z) es un punto cualquiera en el espacio entonces:
1. la coordenada x de P es la distancia a la cual se encuentra P del plano yz
2. la coordenaday de P es la distancia a la cual se encuentra P del plano xz
3. la coordenada z de P es la distancia a la cual se encuentra P del plano xy

Si Py (xq,v1,21) Y Py(x3,¥5,2,) son dos puntos del espacio:

las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une los puntos esta dado por

X1+Xxy — —
= 7Z =
2 y 2’ 2

X =



http://www.google.com/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&docid=MpjBLa0oPxVgiM&tbnid=vWIbHgZ-fK7drM:&ved=0CAUQjRw&url=http://distanciapuntosenelespacio.blogspot.com/&ei=yrbmUqHlHIytkAft8oC4Cw&bvm=bv.59930103,d.eW0&psig=AFQjCNFUx4pyW_mpbb5ENfXj7vCUcYbx7g&ust=1390937566031563
http://es.wikipedia.org/wiki/Tridimensional
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Para recordar y tener en cuenta:

1. si U tiene a py(xp,¥0,29) como punto inicial y p;(x1,v,,2z;) como punto final entonces v =
(x1 — %0, Y1 — Yo, 21 N Z0)=(x1 — xo)T t(h —yo)J + (71 — o)k L

2. dados los vectores A = (ay,a3,a3) Y B = (b1, by, b3) su producto escalar este dado por A.B = a;b; +
a,b, + azbs

3. sigeselanguloentre A y B entonces 4. B = ||A||||B|| cos 6

4. A.B =0 siy solo si los vectores son ortogonales
5. dados los vectores 4 = (ai,ay,a3)y B = (by, by, b3) su producto vectorial se define como:
- — i) ]_) E —
AxB = aq a a3 :(a2b3_ a3b2)l_(a1b3_ a3b1)]+(a1b2_ azbl)k
by by bs
6. si 6 eselanguloentre A y B entonces||4xB| = ||Al|||B|| sen 6

7. AxB = 0 siy solo si los vectores son paralelos.

Planos en el espacio

SiN=al+ by + ck es un vector no nulo Y po(x0, Y0, Zo) €S un punto dado, entonces el conjunto de todos los
puntos para los cuales los vectores N y pop son ortogonales definen un plano.

Se tiene que:

N.pop =0
(a,b,C).(x — X0, Y — Yo, Z— ZO) =0
a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—2) =0
esta ultima conocida como la ecuacion del plano, que ademas puede expresarse asi:

ax —axg+ by —by,+cz—czy =0
ax+by+cz+d=0

Podemos observar que la ecuacién de un plano en el espacio es entonces una ecuacion lineal en las variables
x,y,z donde a, b y c no son todos cero simultaneamente.

Nota:

Si dos planos son paralelos entonces sus vectores normales también son paralelos.
Si dos planos son perpendiculares entonces sus vectores normales también son perpendiculares.

Ejercicio 1

1. Obtenga una ecuacién del plano que contenga al punto P(3,1,2) y que tenga a N =(1,2,—3) como
vector normal.
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2. Determine la ecuacion del plano que pasa por los puntos (3,4,1), (1,7,1) y
(-1,-2,5).

3. Calcule el angulo entre los planos 2x —4y —5z=2yx+ 2y +z=1.

Rectas en el espacio

Recuerde que: dos vectores son paralelos si uno de ellos es multiplo escalar del otro, es decir, 7||G si existe
un escalar t # 0 tal que 7 = tq

Definicion: Sea R = ai + bj + ck es un vector no nulo y Po(x0, Y0, Zo) €s un punto dado, por p, pasa unay sola
una recta que es paralela a R:

PoP = tR
X — X =ta
y—Yo=tb
zZ—2zy =tc

de esta expresion se deducen las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta.
Ejercicio 2
1. Encuentre las ecuaciones simétricas y paramétricas de la recta que pasa por los puntos (-3,2,4) y

(6,1,2).

2. Hallar ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1,-1,1) y es perpendicular al planox +y -z =10

Funciones de varias variables

En la vida diaria nos encontramos con fendmenos naturales o sociales que dependen del comportamiento de
algunos otros.

Por ejemplo, sabemos que la temperatura (T) de un punto en nuestro planeta, depende (entre otras
posibilidades) de la latitud (x) y la longitud (y) del punto. En este caso podemos decir que la temperatura es
una funcién de dos variables y escribimos T = f(x,y).

Ahora, si también suponemos que la temperatura depende de la hora del dia (t) en la que nos encontremos
entonces T = f(x,y,t), y tendremos una funcion de tres variables

Funciones de dos variables

Sea D un conjunto de pares ordenados (x,y)de numeros reales. Una funcién en las variables
independientes x e y es una regla que asocia a cada par ordenado (x,y)de D un unico valor real
denotado z = f(x,y). El dominio de la funcién es un subconjunto de R? y el rango es el conjunto de
todos los numeros reales para los cuales se satisface que, z = f(x,y).
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Graficamente,

Ejercicio 3: Determine el dominio de las siguientes funciones y grafiquelo en el plano xy

f,y)=y—x

flx,y) =16 —x% — y?
f,y) = In(x? + y?)
fl,y) =1 —xy)
flx,y) = J36 9x? — 4y*?

fx,y) = W
floy) =xyJx*+y

fx,y) = yln(x?® — y)

ON o srLDN =

Ejercicio de profundizacion 1. Estudiar el dominio de las siguientes funciones:

f(l‘ I) 2z — st.rn,-'.

1+4cosx
flz,y) = m‘i]—;)

T+
foy) = hiber
f(x, ?)—I%&‘IIW
f@Y) = tgaiogy-
f(x,y) = arcsen 5 + /Ty.
f(z,y) = log(x +y).
f(I T) ‘s(_.l'll'
fla,y) = 108(108(33— y))-
flz,y) = /22 +y*> — 22— 3.



http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/SUPERIOR/t2-Funciones-de-variasvariables/2-graficos-funciones/
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La grafica de una funcién en dos variables z = f(x,y) es una superficie y es el conjunto de todas las ternas
(x,v,z) de R3 que satisfacen que z = f(x,y)

Ejemplos de algunas funciones de dos variables

1. Graficas de funciones constantes

Plano paralelo al plano XY : Plano paralelo al plano Y 2 : Plano paralelo al plano X2 -
2 : H h 3= k

- | i
/\” ./" H_.; .|"f’ :

2. Cuando una de las variables no aparece, su coeficiente es cero. Asi esta variable es libre, resultando
un tipo especial de superficie llamado superficie cilindrica.

Griaficade y == Grafica de f(r,y) = 227

Superficies cuadricas (cuadraticas)

Una superficie cuadratica es la grafica de una ecuacion de segundo grado en las variables x,yy z. Nos
interesan aquellas de la forma:

Ax?*+ By?+Cz>=D noes funcién
Ax?+By?+Ez=F sies funciéon

Donde A,B,C,D,E y F son constantes ( A o B diferentes de cero)
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La siguiente tabla resume las superficies cuadricas mas comunes:

Nombre Ecuacion Gréifica

- ) (y —h)?+(z = Kk)> =12 : centrado en
Cilindro circular ) )
(-, h, k) v abierto alo largo del eje a.

(g —hP +(y—k?+(z-0=+:

Esfera
centrada en (b, k1) v con radio r.
(z— h)? (y—Kk)? (z—1)? -1
Elipsoide a? 7t T
centrado en (h, k1) v semiejes a,b y e
T
=1 (r—h¥ (w—k* .
. o — =0 +T.u.1:tun
Faraboloide eliptico (h.k.l) ¥ se abre sobre el eje = (arriba

o abajo dependiendo de signo de e).

(=1 _ (z—h)? gk’
Cono o af b
trado en (f, k1) se abre sobre el eje z.

L CEf-
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Paraboloide

hiperbalica

z— (x—h)* (y—k)*?
e a B 2
ipunto de silla" en (&, k. [). Las hipé:-

D Con U

bolas tiene sus ejes sobre ¥ ¥ 4.

Hiperboloide eliptico

de una hoja

(2= fy—kP (=1
a & o

centrado em (A, &, I}. La variable con

signo negativo indica el eje del hiper-

boloide.

Hiperbobide elptico

de dos hojas

(x—h* (w=—k@ (z-=10 1.
T g - b T T
centrado en (A, k. !). La wvariable con

signo positivo indim el eje ded hiper-

holoide.
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Ejercicio 4. Reducir las siguientes ecuaciones a sus formas estandar. Clasificar la superficie y trazarla.

2?2+ 2% 422 =1

z2 + 2% — 22 = -1.

22 — 22 422 = 1.
224+ 2y% — 2= 0.

x? — 22 =0.

22 + 432 = 100.

22+’ +z+4=0.

dy = y? — 222

2?2+ 2% + 22+ 4y +22=0.
22 + 22
2%+ 4y? 4+ 22 - 22 = 0.

— 2244z — 4y = 0.

4x2 — y2 + 2248+ 82 =—-24.
922 4+ 42 — 22 — 2y + 22 = 0.
Curvas de Nivel

Las curvas de nivel son otra herramienta muy util para visualizar gréaficas en el espacio. Consiste en un método
prestado de la cartografia en el cual se unen puntos de igual elevacion para formar un mapa de contornos.

Dada una funcién z = f(x,y), la ecuacién f(x, y)=k, para k un nimero real, es una curva plana llamada curva
de nivel o curva de contorno de f.
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Ejercicio 5

l. Encontremos las curvas de nivel de f(x,y) = /16 —x? — y? para k = 0,1,3,4 respectivamente.

Il. para cada una de las siguientes funciones encontrar algunas curvas de nivel:

f(x,y) = 9x% + 4y?
flx,y) = y* —x?
flx,y) =16 — x* — y?

o ooow

(x,y) = /100 — 25x2 — 4y2
fxy y

Ejercicio de profundizacion 2. Estudiar las curvas de nivel de las siguientes funciones:

flz,y) =|z| —y.
flz,y) == —|yl.
flz,y) = |1"—J|
flz,y) = 3 ﬂ,
flz,y) = ot

J(x,y) = ysgu(x).
flz,y) = (I—l)(J 2).
floy) =5 + %.

fla,y) = J:Tf;,

Videos de apoyo

FUNCIONES DE DOS VARIABLES: Definicion, Graficas, Curvas de
Nivel y Aplicaciones
https://www.youtube.com/watch?v=ut_igneq8EA

Ecuaciones de las superficies cuadricas
https://www.youtube.com/watch?v=SbOw4eiBF6l|

Cuéadricas 1, ¢que necesito saber para poder identificarlas?
https://www.youtube.com/watch?v=Vg1vFBf G1ic

graficas superficies en GeoGebra:
https://www.youtube.com/watch?v=VFEZVp FgCw

Material complementario

e GeoGebra
e Symbolab



https://www.youtube.com/watch?v=ut_iqneq8EA
https://www.youtube.com/watch?v=SbOw4eiBF6I
https://www.youtube.com/watch?v=Vq1vFBf_G1c
https://www.youtube.com/watch?v=VFEZVp_FgCw
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Tema 2. Diferenciacion Parcial (6 semanas)

Evaluacion Evento evaluativo de la tematica
Semana 6
Valor 10%
Autoevaluacién permanente

Resultados de Aprendizaje Al finalizar esta unidad el estudiante estara en capacidad de:
Reconocer los conceptos de limites y continuidad de funciones de varias
variables.
Aplicar la diferenciacion parcial en la solucién de problemas en diferentes
contextos.

Criterios de desempeiio Utilizar los conceptos de limites y continuidad de una funcion en la

solucién de problemas en diferentes contextos.
Interpretar geométricamente la derivada de una funcion de dos variables.

Calcular derivadas parciales de cualquier orden de una funcién de varias
variables.

Calcular derivadas parciales usando la regla de la cadena y la aplica en la
solucion de problemas en diferentes contextos.

Calcular derivadas direccionales y gradientes y los aplica en la solucion
de problemas en diferentes contextos.

Encontrar méximos y minimos de funciones de dos variables.

Resolver problemas de optimizacién que involucran funciones de varias
variables.

Guia de trabajo
Pregunta Orientadora

¢, Coémo desde el estudio de las derivadas parciales una funcién lograr acercamiento a conceptos
fundamentales en la formacion de futuros ingenieros?

Limites y Continuidad

Definicion: se dice que los valores de una funcién en las variables independientes x,y se aproximan a un
valor real L cuando (x,y) se aproxima a (a, b) ; es decir:

B ) =L

x'y - ar

si para toda épsilon mayor que cero (€ > 0), existe un delta mayor que cero (6 > 0) tal que |f(x,y) — L| < €
siempre que 0 <./(x —a)? + (y — b)2 < 4.

Nota: Las propiedades conocidas para limites de funciones de una variable son validas para funciones de
dos 0 mas variables.
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Ejercicio 1. Calcular si existen los siguientes limites:

a lim 12yt
T oy~ 1-xy
. x—y+2vVx—2\y
b. (x,yl)lg%o,o) Va—y
2
C. lim XY
(x,y)-(0,0) x*+y?
x3y

d. (x.yI)IE%O,O) x6+y?

2

e. usar coordenadas polares para demostrar que  lim —>—
(x,y)—=(0,0) x“+y

Continuidad: la continuidad de funciones de dos o0 mas variables se define de forma analoga a la continuidad
de funciones de una variable.

Ejercicio 2. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

zy?

flay)={ =+Y
0 si (z,y) = (0,0).

si (z,y) # (0,0),

1 1
(;r:+y)sona—scn?— siz#06y+#0,
Y

0 en caso contrario.

0 si (z,y) = (0,0).
S sidr?+y?—1#0
42 + 42 — 1 oy '

0 en caso contrario.

a2 4+2y—1 sixz>0,
3z +1y? six < 0,

f(a9) = { Ao S @000

Derivadas Parciales
Definiciones: Si f es una funcién de dos variables x e y entonces;

a. la derivada parcial de f con respecto a x es aquella funciéon denotada f,.(x, y), si para cualquier punto

de su dominio se tiene que f,(x,y) = }lin%w

existe.
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Otras notaciones: f,(x,y) = fy = f; = D:f = g_i

b. la derivada parcial de f con respecto a y es aquella funcién denotada f,,(x, y), si para cualquier punto

de su dominio se tiene que f,(x,y) = }llr%w existe.
- . —f —f — 9
Otras notaciones: f,(x,y) = f, = f, = Df = 3y

Ejercicio 3

1. utilice la definicidén de derivadas parciales como limites para hallar f, y f, de:
a. f(x,y) =3x%y — 2xy?

b. f(x,y)=.3x+y

2. obtenga las derivadas parciales de las siguientes funciones:

c. flx,y)=4y>+x?—y?
_ Y y?
d f(x,y)=e/x+ ln(;)
e. dadau = sen (%) +In G) demostrar que tg—:f + rg_: =0

f. demuestre que la funcién P = bL*KF satisface que Lg—lz + Kz—li = (a+pB)P
3. hallar todos los valores de x e y tales que f; y f,, son simultaneamente iguales a cero.
g. f(x,y)=3x3—12xy +y3

1 1
h. f(x,y) —;+;+xy
Ejercicio de profundizacién 1

A. Encontrar en cada caso las derivadas parciales fx y fy para las funciones:

flz,y) = ze® +V°

f(z,y) = cos(yv/z) sen(z\/y).

flz,y) = 7T2? — log(cos = cos y).

T
flz,y) = g

z? 4+ 92

T, 1 —_— -

flay) = 5= "

B. Evaluar las derivadas parciales de las funciones dadas en los puntos indicados:

flx,y) = e** cos(bx +y), (3F,0).
fla,y) = (dex?)¥ — (dey®)*, (e, 5).
flz,y) = e®¥sen(z +y), (0,0).
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C. Calcular las derivadas parciales de cada una de las funciones siguientes:

zy
faw) = [ a0

y*
faw) = [ g

i)

J¥ () de
f(y) = ]; g(t) dt.

= g(t)dt

D. Hallar « tal que ai =2 con f(x,y) = senx sen y+« cosx cosy

ax oy’
Interpretacion geométrica

f(x,y) evaluada en el punto (xy,y,) es la pendiente de la recta tangente a la grafica que resulta por la
interseccion de la superficie z = f(x,y) con el plano Y = Yo-

i (s Vo Z0)

I
1

-

. WS
_(‘/ /\k‘_v

Plano: y =y,

fy(x,y) evaluada en el punto (xo,y,) es la pendiente de la recta tangente a la grafica que resulta por la
interseccion de la superficie z = f(x,y) con el plano X = Xg.

Plano: x = x,



http://www.wikimatematica.org/index.php?title=Derivadas_parciales
http://www.wikimatematica.org/index.php?title=Derivadas_parciales

Cédigo: F-DO-0037

™ mstiTucidn
t‘ UNIVERSITARIA SECUENCIA DIDACTICA Version: 01
D ENVIGADO Proceso de docencia

Ciencia , educacion y desarrollo

Pagina 16 de 45

Ejercicio 4: Encuentre la pendiente de la recta tangente a la superficie z =9 —x? —y? en (2,1,4) con el
plano

Derivacion implicita

Teorema
4 oF
e Sila ecuacion F(x,y) = 0 define una funcion implicita de y como funcién de x, entonces d—z =-—%=
Fx
Fy

. . . d .
Ejercicio 5. Encontrar é Si

a. x/3+y*s=4

6x +/x3y =3xy — 4
c. 2x3—-3x?y=x*+y*

=

e Sila ecuaciéon F(x,y,z) = 0 determina una funcion implicita de z como funcién de x e y, entonces
0z _  Fy 0z F_y

ax_  F 7 9y Fy
Ejercicio 6: Encontrara—z 9z Si
J ’ 0x y dy

d. xe¥? —2ye** +3ze™ =1
e. yx?+z%+ cos(xyz) =4

Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcion en las variables independientes x e y entonces, las funciones definidas como f, y f,, son
también derivables con respecto ax ey.

fox = 2%((%) - %
fo = 55 (5) = 5525
=3 () = e
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Teorema de Clairant

Si f(x,y) y las derivadas f, f,, fxy ¥ fyx SON continuas en una region del plano xy que contenga al punto
(x0,Y0) entonces fi, (x0,¥0) = fyx(x0,¥0)-

Nota: las derivadas anteriores se llaman derivadas cruzadas o mixtas
Ejercicio 7:

oy — — 2
1. Verifique que u,, = u,, parau = sen“xcosy
Determine si las siguientes funciones satisfacen la ecuacion u,, + u,, = 0 conocida como la ecuacion
de Laplace en el plano:
a. u=e *cosy—e Ycosx
- X
b. u=tan 1(X)+—

x x24y2
' ., -1 . ., .
3. verifique que la funcién u = (x2 + y? + z2)” /2 satisface la ecuacion de Laplace en el espacio u,, +
Uyy + Uy =0

Planos Tangentes
Sea S una superficie con ecuacién z = f(x, y) cuyas derivadas parciales de primer orden existen en un punto
Py(x0,v0,20) de S. Sean ademas c; y ¢, las curvas que se obtienen por la interseccion de la superficie S con

los planos x = xy y y = y, respectivamente.

SiT, y T, sonrespectivamente las rectas tangentes alas curvas c; y ¢, en Py(xg, V0, Z9), €ntonces se llama
plano tangente al determinado por Py(xg,yo,29) Y lasrectas T, y T,.



http://www.google.com/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&docid=arlo0Q_XFsoadM&tbnid=R2Jt89U9dqiIBM:&ved=0CAUQjRw&url=http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/SUPERIOR/t6-PlanoTangente/index.html&ei=DbvmUseRD8SOkAfpxoDABA&bvm=bv.59930103,d.eW0&psig=AFQjCNFzO3WTgGd0IrACxO1zQPcxi5flgQ&ust=1390939224370860
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/SUPERIOR/t6-PlanoTangente/index.html
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Definicion

Si z = f(x,y) es una superficie S cuyas derivadas parciales de primer orden existen en el punto Py (x,, vo, Zo)
entonces la ecuacion del plano tangente a S en el punto dado es:

z— 2y = fr(%0,¥0)(x — x0) + f5,(x0,¥0) ¥ — ¥0)
Ejercicio 8: Encuentre la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el punto que se indica

1.z=sen(x+y), Py(1,-1,0)
2.x2+4y% + 22 =36, Py(2,-2,4)

3.z=4—-x%>-2y%2, Py(1,-1,1)

4.2x%+y%2 —z2=-22, Py(1,-1,5)

Ejercicio de Consulta Evaluable: Encuentre la linealizacion L(x,y) de
f(x,y) = tan™*(x + 2y) en el punto P(1,0,/,)

Definicién: Si z = f(x,y) y si nos movemos de un punto (x,,y,) a (xog + dx,y, + dy) entonces la diferencial
resultante en la funcion, llamada diferencial total o diferencial exacta se estima mediante la expresion:

dz = df = f,(x0,¥0)dx + f,, (%0, yo)dy
Ejercicio 9:

a. Encuentre la diferencial total o exacta de la funcién z = xcosy — ysenx

b. Hallar una aproximacion a la variacion de la longitud que experimenta la hipotenusa de un triangulo
rectangulo cuyos catetos miden 6 y 8 cm, cuando el primero se alarga un cuarto de centimetro y el
segundo se acorta un octavo de centimetro.

c. Al medir un bloque de concreto, han resultado para sus dimensiones los valores 10, 12 y 20 cm, con
un error probable de 0.05 en cada uno. Hallar aproximadamente el maximo error que se puede
cometer al evaluar el area total de bloque.

d. Dos lados de un triangulo miden 150 y 200 cm y el angulo que forman es de 7T/3 . Sabiendo que los

posibles errores en la medicion son de 0.2 cm en la medida de los lados y de 77/180 en la del angulo,

hallar el maximo error probable que se puede cometer al evaluar su area.

e. Lalongitud y ancho de un rectangulo son 30 y 40 cm. Respectivamente, con un margen de error en
la medicion de 0.1 cm. En cada dimension. Usar diferenciales para estimar el maximo error en el area
calculada del rectangulo.

Reglas de la cadena

1. siw = f(x,y) es una funcion diferenciable de x e y, si ademas x = g(t) y y = h(t) son funciones
diferenciables de t, entonces, w es una funcién diferenciable de t dada por:

dw dw dx+c')w dy
dt  9x dt dy dt
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2. siw = f(x,y,z) es una funcion diferenciable de x, y, z, si ademas x = g(t), y = h(t) y z = r(t) son
funciones diferenciables de t, entonces, w es una funcion diferenciable de t dada por:

dw dw dx+0W dy+0W dz
dt  dx dt | 9y dt = 0z dt

3. siw = f(x,y) es una funcion diferenciable de x e y, siademas x = g(r,s) y y = h(r, s) son funciones
diferenciables de r y s, entonces, w es una funcion diferenciable de r y s dada por:

ow_owox awdy | aw_owox  owdy

9r  ox or dy or yas_ﬁas dy 0s
Ejercicio 10:

a. sif(uv,w) con u=x—y,v=y—2z,w=2z—x.Muestre que

0 0 0
of [of of _,
dx Jdy 0z
b. encuentre Z—‘:’ siw=e***¥cos4z,x =Int,y=mn(t*+1),z=t

. 1 a a
c. siw=(x?+y?+2%)/2,x =e"cos(s),y = e"sen(s) ,z = e° hallar =% y =~

d. la altura de un cilindro circular recto disminuye a razén de 10 cm/min y el radio crece a razon de 4
cm/min. Determine la razén de cambio del volumen en el instante en que la altura es de 50 cm y el
radio 16 cm.

e. La altura de un cono circular recto mide 15 cm. Y aumenta a razén de 0.2 cm/min. El radio de la base
mide 10 cm y disminuye a razén de 0.3 cm/min. Hallar la variaciéon del volumen con respecto al tiempo.

Derivada direccional

Teorema: Si f es una funcion diferenciable en las variables independientes x, y, entonces la derivada
direccional de f en la direccién del vector unitario ¥ = cos67 + senfj denotada D3;f esta dada por: Dzf =

fx(x,¥)cos6 + f,(x,y)send
Si ay b son respectivamente las componentes del vector unitario, entonces Dyf = fr(x,y)a + f,(x,y)b.

¢,Coémo interpretamos la derivada direccional si 8 = 0,0 si 6 = 7T/Z?

Nota: si se da la direccién mediante un vector no unitario, este se debe normalizar para poder calcular la
derivada direccional. ; COmo se encuentra un vector unitario en la direccion de un vector unitario no nulo A?

Ejercicio 11:

1. hallar D3zf de las funciones dadas en la direccion de U = cos67 + senfj

a. f(x,y)=xe”, 0 =2?n
b. f(x,y) =$, 6 =%

2. hallar D3zf en el punto indicado y en la direccidn correspondiente.
c. f(lx,y)=+/x%+y? v=(3,-4), P(34)
d feoy) =x2-3y% 5=, P(43)
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Gradiente

Si f es una funcion diferenciable en X, y, entonces el gradiente de f denotado Vf, es el vector W = oY)+
fy(x: Y)j

Asi la derivada direccional de f se puede definir como D3 f = Wg.ﬂ

Propiedades del gradiente de f
o Si W = 0 entonces Dif =0
e Elvalor maximo de Dyf es ||Vf|| y este ocurre cuando i tiene la misma direccién del vector gradiente.

Es decir, f toma su valor maximo en la direccién del Vf
e El valor minimo de Dyf es —||Vf|| y este ocurre cuando # tiene direccion opuesta a la del vector

gradiente. Es decir, f toma su valor minimo en la direccién de —W
Ejercicio 12.

1. Halle el valor de D3f en el punto dado para la funcién indicada y en la direccioén del vector u.
a. f(x,y) =y?*tan’x, i = F?é) ,P(T/5,2)
b. f(x,y) =xy/x2+y%, i =(2-3),P(12)

2. Latemperatura T (x, y) en cualquier punto de una placa rectangular que esta en el plano xy esta dada
por T(x,y) = 3x? + 2xy.
a. Determine la maxima razén de cambio de la temperatura en el punto (3, —6) sobre la placa.
b. Halle la direccion para la cual se presenta esta maxima razén de cambio.

Derivada direccional y gradiente de una funciéon de 3 variables

Si f es una funcion diferenciable en x,y, z, entonces la derivada direccional de f en la direccién del vector
unitario i = cos « 7+ cosp] + cosyk denotada Dyf esta dada por: Dyf = f,(x,y,2)cosa + f,(x,y, z)cosf +

f,(x,y,z)cosy = W Vi

Ejercicio 13: Halle el valor de D3;f en el punto P dado para la funcion indicada y en la direccién del vector

PQ.

a. hix,y,z)=In(x+y+2z), P(1,0,0),0(43,1)
b. g(x,y,z)=xye?, P(2,4,0),Q(0,0,0)
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Ejercicio de profundizacion 2

A. Calcular el gradiente de las siguientes funciones:

flz,y) =log \/22 + 4.

flz,y) = 2™ +3,
f(’]': Y, 2) = (.T +y+ z)e_zg_z_y.
TYz
ryz = —,.
f( e ) 2;2 +y2+:2

B. Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones en los puntos
indicados y en las direcciones dadas:

fla,y) = = + 22y — 39°, (z0,90) = (1,2), n = (3, 3).
1)

f(']??,-‘) e’ COS[:?TQ‘:]. (33[11 y[]) = (_110)' n= \}3(2
f(;;;?y:] =ua¥ - yI' (‘I’{:[]‘J 'E;'[}) - ('E-':: fi}, n= (%- I_:);)
F(@9) = (& — DyPe™, (20,y0) = (0,1), n = S=(~1,3).

f(x,y) = Az* 4+ 2Bxy 4+ Cy?, (x0,30) = (a,b),
n—=—+—(ba).

VT
f(-??-.?flzz) = € + yze?, (zo, Yo, 20) = (1,1, 1),
n=1(1,-1,1).

. 42 _ 2 ~ s . .z ’
C. Si h(x,y) = 2e7™*" 4+ ¢73Y" denota la altura de una montafia, ¢en qué direccion desde (1,0) se deberia
comenzar a caminar para escalar mas rapidamente?

D. Encontrar la ecuacion del plano tangente a las siguientes funciones en los puntos dados:

fla,y) = liymg en (1,0),(0,1),(~1,1), (0,0).
flz,y) = 22 + y*sen(zy) en (—7,0), (0, 7).
f(z,y) = cosxzseny en (0, F).

flz,y) =z —y+2en(1,1)

f(z,y) = log(x cosy) + arctan(z + y) en (1,0)
f(z,y) =senz +seny + sen(z + y) en (0,0)
flz,y) =azxyen (1,3)

flz,y) =22 +y2 —axy—z —yen (1,-1).
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E. Verificar en cada caso que las funciones que se dan satisfacen la condicidon especificada:

u(z,y) = e* seny verifica iy, + ty, = 0.

oz, t) = f(x—t)+g(z+t), con fy g funciones cualesquiera, verifica

qf]zzz = Ot-
flz,y,2) = 2™ + yz°z” verifica Jzyz = [aya-

0 d : . g
g(z,y) = / ! con f una funcién cualquiera, verifica

dr oy’
dg n dg N Esz (':?Ef
dr  dy Pz Oy*

Extremos de una funcion de dos variables.

Definiciéon. Una funcion z = f(x, y) tiene un maximo (minimo) en un punto P(x,, y,) si el valor de la funcién en
este punto es mayor (menor) que su valor en cualquier otro punto (x,y) de algun entono de P.

Klaxdimd absolubs

: [ T (! i'-.‘l.a'-:Tn-s.r.Eh'ull-.'-'_u's

e M 7 :I

Condiciones necesarias de extremo. Si una funcion z = f(x, y) diferenciable alcanza un extremo en P(xy, y,)
entonces sus derivadas parciales de primer orden en este punto son iguales a cero, es decir:

of of
a(xo'J’o) =0; @(xOr}’o) =0

Los puntos en los que las derivadas parciales son iguales a cero se llaman puntos criticos o estacionarios.
No todo punto critico es un punto extremo.
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Condiciones suficientes para la existencia de extremos.

Sea P(xg,y,) un punto critico de la funcién z = f(x,y) con derivadas parciales de segundo orden continuas
en Py sea H(x,,y,) el determinante de la matriz hessiana, entonces:

a7 s
a;:] fxﬂ,ynj ﬁxﬁ' fxn}.ynj
’il"'rl:rcl,-;‘?u:uj| a]f 3

Si el hessiano es positivo hay extremo (el tipo nos lo da, f,, (xy,yo) Si €s negativa maxima y si es positiva
minimo). Si el hessiano es negativo no hay extremo (punto de silla). Y si el hessiano es cero, el método no
es concluyente.

Ejercicio 14. Encontrar los puntos criticos de las funciones dadas y determinar su naturaleza

f(z,y) = 2% +y* + 3zy.
z,y) =322+ 2zy + 2z + 2 +y + 4.
Y 1y y y
f()': y) = %c-’ﬂﬁtru y

flz,y)=z+y+ I—ly
f(z,y) = 6000 + 62 — 36y + 3y;
flz,y) = 3zy — 2 — y*.

3rt—42% 127118
f(x,y) = S5

Ejercicio 15. Dados los puntos (1, —-1), (1, 0), (0, 2), (-1, 0), encontrar el punto que minimiza la suma de los
cuadrados de las distancias a estos cuatro puntos.

Ejercicio 16. ;Para qué valores de k la funcion f(x,y) = kx? + 5xy + 4y? tiene un minimo relativo en
(0,0)?

Ejercicio 17. Una empresa dedicada a la produccién de motores eléctricos estima que el costo diario de
produccion de x unidades del motor | e y unidades del motor Il viene dado por la funcién 2x? + y? — xy.
¢,Cuantos motores de cada tipo debe producir para minimizar el coste, si diariamente debe producir un total
de 96 motores?
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Ejercicio Investigativo. Encontrar los extremos de f sujetos a las restricciones mencionadas

2yt +22=2

f JE)=x —y+ 2,
fTJ)—dT-i—EJ 21 + 3% = 3.
flz,y) = ze™, 2 +y=0.

f

flz,y,z) = 2% + 2yz,

=-ﬁ

(z,

(

(

(z,y) = ¥, x>0, y>0, zy= 1.
( 2> +y’ =z
(x

2

Yy 2) = TYZ, 224 y? +22 -204+2y+1=0.

Videos de apoyo

Derivadas parciales. Introduccion
https://www.youtube.com/watch?v=c58ZT5kt5 g
Derivadas parciales
https://www.youtube.com/watch?v=PSnQvOMBP70
derivada parcial: interpretacién geomeétrica
https://www.youtube.com/watch?v=F Nj9vk9bUs

¢, Qué es un plano tangente?
https://www.youtube.com/watch?v=bZLN-Z9KKh8
Calcular un plano tangente
https://www.youtube.com/watch?v=G--OLfVa9QA
Regla de la cadena para funciones de varias variables
https://www.youtube.com/watch?v=KenzypjLuEc&t=6s
Derivada Direccional y Gradiente Introduccion
https://www.youtube.com/watch?v=PxkMBqRMO1s
Derivada direccional
https://www.youtube.com/watch?v=RxsHHO-GVfc

¢, Por qué el gradiente es la direccién del ascenso mas pronunciado?
https://www.youtube.com/watch?v=YYI8-x0O0Is
Maximos y minimos multivariables
https://www.youtube.com/watch?v=rQbG8UbTXR4
Puntos silla
https://www.youtube.com/watch?v=ipDwNsV40OR4
Criterio de la segunda derivada
https://www.youtube.com/watch?v=JgSM3EbKBOM
Multiplicadores de Lagrange
https://www.youtube.com/watch?v=v4hobyDhX4s
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
https://www.youtube.com/watch?v=YDM DoPsfV4

Material complementario

e GeoGebra
e Symbolab



https://www.youtube.com/watch?v=c58ZT5kt5_g
https://www.youtube.com/watch?v=PSnQv0MBP7o
https://www.youtube.com/watch?v=F_Nj9vk9bUs
https://www.youtube.com/watch?v=bZLN-Z9KKh8
https://www.youtube.com/watch?v=G--OLfVa9QA
https://www.youtube.com/watch?v=KenzypjLuEc&t=6s
https://www.youtube.com/watch?v=PxkMBqRMO1s
https://www.youtube.com/watch?v=RxsHHO-GVfc
https://www.youtube.com/watch?v=YYl8-xoO0Is
https://www.youtube.com/watch?v=rQbG8UbTXR4
https://www.youtube.com/watch?v=ipDwNsV4OR4
https://www.youtube.com/watch?v=JqSM3EbKB0M
https://www.youtube.com/watch?v=v4hobyDhX4s
https://www.youtube.com/watch?v=YDM_DoPsfV4

Ty Cédigo: F-DO-0037

™ msTiTucign
t‘ UNIVERSITARIA SECUENCIA DIDACTICA Version: 01
D ENVIGADO Proceso de docencia

Ciencia , educacién y desarollo

Pagina 25 de 45

Tema 3. Integracién Multiple (4 semanas)

Evaluacion Evento evaluativo de la tematica
Valor 10%
Autoevaluaciéon permanente

Resultados de Aprendizaje | Al finalizar esta unidad el estudiante estara en capacidad de:

Explicar los conceptos y la teoria detras de las integrales dobles y triples,
incluyendo sus propiedades y aplicaciones en diversas areas.

Resolver problemas practicos y tedricos que involucren integrales dobles y
triples en diferentes coordenadas.

Aplicar las técnicas de integracion multiple para modelar y resolver
problemas en diferentes contextos.

Criterios de desempeno Calcular integrales dobles vy triples, evitando errores comunes en el proceso
de integracion y manipulacion algebraica.

Utilizar los métodos adecuados (cambio de variables, integracion en
coordenadas polares, cilindricas) para resolver integrales multiples.

Interpretar los resultados obtenidos de las integrales multiples en el
contexto del problema planteado, explicando su significado en términos
fisicos o geométricos.

Guia de trabajo
Pregunta Orientadora

¢ Qué métodos se utilizan para evaluar integrales multiples y cudles son sus aplicaciones practicas en
ingenieria?

Integrales Dobles

Suponga que la funcion f es continua en R, el rectangulo definido por a < x < b ; ¢ <y < d. Definimos la

integral definida de f sobre R, como: ffR flx,y)dA = Alyicr—r}O 2ij f (x;, y))AxAy. Esta integral recibe el nombre
Ay—-0
de integral doble.

Interpretacion geométrica de la integral doble — Teorema de Fubini
Sea una f una funcion continua y no negativa sobre R, entonces la integral doble, puede interpretarse como

el volumen del sdlido W, con base R y limitado superiormente por la superficie de ecuacién f(x,y), e
inferiormente por z = 0.
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vmoaﬁfmwm=ﬂlﬁmwww

Wm=mf@wﬂ=fa

Propiedades de las integrales dobles:

s LINEALIDAD
La integral doble es lineal:

« ADITIVIDAD DEL DOMINIO DE INTEGRACION

o ACOTACION

b

f(x, y)dxdy

[ (aten + bz naaa [ [ @ naae [ [ o aa

La integral doble es aditiva sobre rectangulos que tengan en comin como mucho un segmento de recta:

fﬁmmf{’:y)‘m=fﬁ]f(r,y}dﬂ+fﬁhf(=,y)ﬂ , si Area(Ry N R) =0

Si flz,y) < g(x,y) en casi todes los puntos (en casi todos los puntos significa en todos los puntas menos en un numero finito) de R, entonces

[[s@via< [ [ semaa

En consecuencia, si f(x,y) = 0 en casi todos los puntes de R,

vy si fz,y) < 0 en casi todos los puntos de R,

Ejercicio 1.

Calcular las siguientes integrales dobles.

1. ff f02(6x2y — 2x)dydx
2. foz f04y3 e?*dydx

[ [ fznaa=o
fo{z,y)dAg’. 0
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N o o bk~ w

foz fonr Sen?0 d@ dr

f_33 fon/z(y + yz Cos X) dx dy

Iz (y+xy-2)dA donde R = {(x,y):0<x<2,1<y<2}
Iz < xy - dA,donde R = {(x,y):0<x<1,-3<y<3]}
ffR 1+x+y dA , donde R = [1,3] x [1,2]

Determine el volumen del solido que esta debajo del paraboloide hiperbdlico z = 3y? — x2 + 2, arriba del
rectangulo R = [—-1,1] x [1,2]

Ejercicio de profundizacion 1

1.

Calcular las siguientes integrales dobles
a. [f, xSec’ydA,dondeR ={(x,):0<x<2,0<y<T/,}
b. [f, 7= dA, donde R ={(x,):0 <0 <"/3 ,0 <t <1/,}

c. Jf, xSen (x+y)dA,donde R = {(x,y):0<x <7/, ,0<y<T/s}
d. [f, Sen(x—y)dA,donde R ={(x,y):0<x<T/, ,0<y<T/}

2 2
Determine el volumen del sélido que se tiende bajo el paraboloide eliptico x: + y? + 2z =1y sobre el
rectangulo R = [-1,1] x [-2,2].
Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie z = x? + xy? y los planos z = 0,x = 0,x =
5,y= %2
Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie z = 1 + x2ye? y los planos z = 0, x = +1,
y=0,y=1
Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie z =1+ e*Seny y los planos z = 0,x =

+1, y=0,y=nm

Integrales dobles en regiones mas generales

En algunas aplicaciones practicas es necesario realizar integrales dobles sobre regiones planas mas
generales, las regiones de integracién pueden ser:

Regiones tipo |

y y
y=g2(x) y=gs(x) Yy=g2(x)
D

D [ D [ \
\ I I \ : \
\ | I \ y=aqi(x) |
| e | e : :
a h X 0 a b X 0 4 b X
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En este caso

[[reeyyaa= [ [" ptey) dydx

Regiones tipo |l

V4 En este caso

x=hy(y) J] flx,y)dA = J;d Lh(:] f(x,y) dx dy
2 O

Ejercicio 2.
Evalué las siguientes integrales dobles
. J[, x Cosy dA, donde D esta acotadapory =0,y = x> ,x = 1

. JI, (x* +2y) dA, donde D esta acotada pory = x,y = x> ,x 2 0
. J[,, y* dA, donde D es la region triangular con vértices (0,1),(1,2) y (1,4)

A WO DN -

. J[, xy* dA, donde D esta encerradapor x =0 y x = /1 —y?
Calcular el volumen del solido en cada caso

5. Bajo el plano x — 2y + z = 1 y arriba de la regién acotadaporx+y=1 A x> +y =1
6. Bajo la superficie z = 1 + x2y? y arriba de la regién acotada por x = y?> A x =4
7. Bajo la superficie z = xy y arriba del triangulo con vértices (1,1),(4,1)y (1,2)

Evalué las siguientes integrales cambiando el orden de integracion
8. fol f;y e dx dy
4 2 1
9 Jy Iz ST v dx
10. f(;/ﬁf;/ﬁ Cos (x?) dx dy
1. [ [ /v dydx
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Ejercicio de profundizacion 2

1. Caleular [[ (2y — 4x)dxdy, siendo 5 = {(x,y) € R /1<x<3,0<y<3}
2. Calcular la siguiente integral iterada f; ,f:: dydx
3. Calcular la siguiente integral iterada |’ f;“e p senf dp df
4. Calcular ﬂRH—)_z ,siendo R = [0,1]x[0,1]
5. Sea T la region triangular limitada por las rectas y=0, y=2x, x=1. Calcule la integral
doble [f(x + y)d4 por integracion iterada.
s

a) Integrando primero con respecto a y. b) Integrando primero con respecto a x.

6. Dibuje la regién de integracién de: }]‘f(x; y)dydx, y exprese la integral como una
0.2

integral doble equivalente con el orden de integracion invertido.
7. Grafigue la regién sobre la cual se realiza la integracion, y escriba la integral

11
equivalente con el orden de integracién invertido. Calcule ambas integrales. fJ@xdy
0 ¥

8. En los problemas siguientes escriba la integral iterada equivalente. No integre, haga
el grafico.

1 x
a) {J;f(x;y)dydx

1e*
b) [ [ f(x, y)dydx

01

7.\'3
c) f £ (x:y)dydx
0o
9. Evaluar las siguientes integrales dobles

a) }}x.serg.)ajfdx =
00

7T sEnx
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Taller de repaso 1

1. Calcular mediante integracién doble el area A Eje la region R en el plano xy
acotada por larecta y = x y por la parabola y = x~ — 2x.

2. Halle el volumen del sdlido que se encuentra bajo el plano z=2x+5y+1 y
arriba del rectangulo {(x,y)‘ ~1sxs0lsy=<4}

3. Halle el volumen del sélido limitado por la superficie z=x./x*+y y los
planos x=0, x=1, y=0, y=1 y z=0.
4. . Determine el volumen del sélido dado.

a.

b.

C.

Debajo del paraboloide z=x’+y? y arriba de la regién limitada por y=x* y
x=y?.

Limitado por el paraboloide z=x?*+y?+4 y los planos x=0, y=0, z=0 y
X+y=1.

Limitado por los planos y=0, z=0, y=x, 6x+2y+3z=6

5. Calcular las siguientes integrales Multiples:

[if 60 dv dx
) Jij;e dy dx

Jfﬁﬁle‘Cos ydydx

e) J:JJ_Z\} dy dx

ijjsxa dy dx d).‘jﬁ(x2+3y)a}-dx

6. Calcular las siguientes integrales Mdltiples, sobre las Regiones R

indicadas:

ffxyfaydx R: x=2 ; y=0

x=6 y=3
Sx’y dy dx R: =0 =10
b) J[xvd o ¥
x=4 y=x
3x+yY)dy dx R: =2 =4
0 ff(Hy)y X
x=0 y=x
d) ff(y—x)dydx R: y=2x x=2
y=x/2

e)ffxzaﬁ;dx R:
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7. Cambiando el orden de las variables, calcular las siguientes Integrales
dobles.

a) J;“Jj;,/nﬁ dy dx
b) Jjjfe-*’cbf@:

Integrales dobles en coordenadas polares

En reiteradas ocasiones evaluar una integral doble de coordenadas rectangulares o cartesianas es imposible

y en otras ocasiones muy complicadas, pero si cambiamos a coordenadas polares resulta mucho mas

facil.

Para la transformacion usamos:

rP=x*+y? x=rcosf

v =rsenf

0 X X

/

9=,8 / r:kZ(H)
D

AL

r=h
0=p dA
@b ~
R
) P /// Sdr
/ P
PR V=a e rdo
g - -
e =7
o &
Rectangulo polar %

Entonces,

/ B 0=a
’va\\
r=h

=h,(0)

‘illj'{_r. v) dA = 'w llhﬂr cos 6, rsen®) rdrdf
® s
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Ejercicio 3

1. Evalue la integral dada, pasando a coordenadas polares.
a. J‘[ydA, donde R es la region del primer cuadrante, limitada por el circulo
x2+y?=9 y las rectas y=x e y=0.
b. ff x* +y*dA, donde D={(x,y | 1=x?+y?<9, y=0}
]

C. ﬂ'e"‘:‘-":dA, donde D es la region limitada por el semicirculo x=,/4 - y*y

el ejey.
2. Evalie la integral iterada pasando a coordenadas polares.
uw.lf-I ‘ /
affe‘“ajf bff(x+y)dxdy

"41 __1—_1—

d. f_f,;'}-'dm% 0f f Jx + i dydx

Ejercicio de profundizacion 3

Evalué las siguientes integrales
1 V1-x2
I A dydx

2) j'_ll i ——dydx

-y 1=x2
1 J1-¥2

3) [, 0T + yD)dxdy
2 Ja—yE

4) [7 T (e + yB)dydx

5) [° =

——dydx

-x? 14 '(2+}

VaZ-x2

6) f_ﬂf =z dydx

7) [0 — 2 _dydx

—y1=x2 (1+x24+y2)2

8) Calcule el volumen de solido bajo el cono z = /x2 + y2 y arriba del disco x? + y% < 4
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9) Calcule el volumen de solido bajo el paraboloide z = 18 — 2x? — 2y? y arriba del plano xy
10) Dentro de la esfera x? + y2 + z? = 16 y fuera del cilindro x? + y? = 4

Integrales triples

Si f es continua sobre la caja rectangular B = [a, b] X [c,d] X [r, s] entonces,

ffB fx,y,2)dV = f:.’;d.[lbf(x,y,z)dx dy dz

Nota. Para realizar esta integral iterada, se integra primero respecto a x (manteniendo a y y z constantes),
luego se integra respecto a y (manteniendo a z constante) y, por ultimo, se integra respecto a z. Hay otros
cinco posibles 6rdenes en los que se puede integrar, los cuales dan el mismo valor

Regiones de integracion mas generales:

w(x,y)

T e
£ D

[ (2 (5, . ) dz e dy

Ji(y) Ju(xy)

jj flx, v, 2)dvV = [ ‘

Ejercicio 4
A. Calcular
1 1 1 2..2.2
L), [ x*y?*z? dx dy dz
2. f: fnl fﬂx 2ze™*" dy dx dz
y
3. f;jz J /2 fol’fy Seny dz dx dy
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B. Dibujar la regién sélida cuyo volumen es la integral y reescribir la integral en el
nuevo orden que se indica.

4—x 12-3x—6Yy
z

4. f;f_fn +  dzdydx - dydxdz

0

5. _j'al _j'yl IN Y dzdx dy > dzdy dx

C. encuentre el volumen de la region en el primer octante, limitada por los planos
y+ z = 2yelcilindro x = 4 — y?

D. encuentre el volumen de la region cortada del cilindro x2 + y? = 4 por los planos
z=0y x+z=3

.2
E. Evalue la integral : foz _['D4 N 22 dy dz dx

0 4-z

Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas (r, 6, z) de un punto en el espacio representan con (r, 8) a las coordenadas
polares de la proyeccion del punto en el plano xy y z el valor de la coordenada en el eje z. Graficamente, un
punto P(x,y,z) se puede representar como

LJ‘
(x,y.2)0(r,0,2)

L ]

'P I

I

I

I

I

I

I

I
I .
| %

I

i

I

I

0 - : 7 >y
X r ’

I N
_________ "-
¥ (r.8)

Vemos que, en el plano xy, (r, 8) son las coordenadas polares y z representa la altura del punto (x, y, z). Asi,
el cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas es:

x =rcosfd,y =rsenf,z = z.
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Ejercicio 5

1. Encuentre el volumen del cuerpo limitado por las superficies: use coordenadas cilindricas

z=224+y* y z=2-12%—y%.

>IL//
“M"‘_.J’.‘3+y2=9

3. Hallar el volumen del s6lido S, acotado por el cilindro x% + y° = 4 y el hiperboloide x® + y? - z°=1.

I

\._‘_____________,_,/’

4. Evalue la |n1egral

+ 4 O
x + y” )dz dy dx
-[— Y -.'||r +1 } ) N y
Videos de apoyo Integrales dobles 1

https://www.youtube.com/watch?v=QHxnat10clA
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Volumen con integrales dobles
https://www.youtube.com/watch?v=aV-srBJK5Bs

Integrales dobles 2
https://www.youtube.com/watch?v=CAZvIQrZhd0

Calculo del area integrales dobles
https://www.youtube.com/watch?v=23jvsl _GA98

Integrales dobles sobre regiones polares
https://www.youtube.com/watch?v=jrFiZdQ57Ww

Integrales dobles en coordenadas polares
https://www.youtube.com/watch?v=pkDI9iKHbjs

Area de una superficie
https://www.youtube.com/watch?v=0g3CLSqGNes

Integrales triples introduccion
https://www.youtube.com/watch?v=50JmHUFZP-w

Coordenadas cilindricas y esféricas
https://www.youtube.com/watch?v=vc 9sl2 Skl

Material complementario

e GeoGebra
e Symbolab



https://www.youtube.com/watch?v=aV-srBJK5Bs
https://www.youtube.com/watch?v=CAZvIQrZhd0
https://www.youtube.com/watch?v=23jvsI_GA98
https://www.youtube.com/watch?v=jrFjZdQ57Ww
https://www.youtube.com/watch?v=pkDI9iKHbjs
https://www.youtube.com/watch?v=0g3CLSqGNes
https://www.youtube.com/watch?v=5OJmHUFZP-w
https://www.youtube.com/watch?v=vc_9sI2_SkI
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Tema 4. Calculo Vectorial (4 semanas)

Evaluacion Evento evaluativo de la teméatica
Valor 10%
Autoevaluacion permanente
Resultados de Aprendizaje Al finalizar esta unidad el estudiante estara en capacidad de:

Explicar los conceptos fundamentales de las funciones y campos
vectoriales, incluyendo la integral de linea, asi como sus propiedades
y aplicaciones en diversas areas.

Aplicar el conocimiento de campos vectoriales y la integral de linea
para resolver problemas practicos en diferentes contextos.

Criterios de desempeno Graficar funciones y campos vectoriales para facilitar la comprension y
resolucion de problemas.

Encontrar la funcién de potencial de un campo vectorial.

Calcular integrales de linea y al manipular funciones y campos
vectoriales.

Guia de trabajo
Pregunta Orientadora

¢, Como aplicar las funciones vectoriales en el analisis de fendmenos en diferentes contextos en ingenieria?

Funciones vectoriales

Una funcion con valores vectoriales, es decir, una funcién vectorial, es simplemente una funciéon cuyo dominio
es un conjunto de numeros reales y cuyo rango es un conjunto de vectores.

() = {f(£), g(©), k(D)) = F(O)T + g(©)] + h(D)k

Graficamente,
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B{FIR), g (b, k(BN

Un ejemplo de esto es la funcion vectorial: (t) = (t3, In(3 — t),Vt)

Teorema. Si r(t) = (f(t),g(t), h(t)) = f®)T+ gt)] + h(t)l?, donde f,g, y h son funciones derivables,
entonces

() = (£ (), g’ (O, K () = F T+ g (O] + k' (Ok
Ademas,

b b

fr(t)dt= ff(t)dt?+fg(t)dtf+fh(t)dtl_€

a a

Ejercicio 1
1. Calcule la derivada de la funcién vectorial.

r(r) = {tsent, t°, t cos 2t)
r(r) = (tant, sect, 1/1*)
ri) =ti+j+2Jrk

2. Evalue la integral.

[Ci—rj+3r°Kd
+ 0

[ L g plom
Joo N1+ ¢ 1 £ &

rapf 2

’ " (3sen’tcosti+ 3sentcos’tj+ 2sent costk)ds
JO
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3. Calcule la velocidad, aceleracion y rapidez de la particula con la funcion de posicién dada.

ri) ={t*+t,t* —t, 1)
r()=2ti+e'j+e'k
r(f) = e'(cos ti + sentj + t k)
Campos vectoriales

Definiciéon: Sea D un conjunto en R?(una regién plana). Un campo vectorial sobre R?es una funcion
F que asigna a cada punto (x,y) en D un vector bidimensional F(x, y).

F(x,y) = PQ,y)T+ Q(x, )] = (P(x,),Q(x,¥))

Definicién. Sea E un subconjunto de R3. Un campo vectorial sobre R3 es una funciéon F que asigna
a cada punto (x,y,z) en E un vector tridimensional F(x,y, z)

F(X;er) = P(xrylz)?-i_ Q(x'ylz)]_)-i_R(x'y'Z)E

Algunos Campos vectoriales importantes

Campo gravitacional
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Campo de velocidades.

Campos gradientes. Un campo vectorial F se denomina campo vectorial conservativo si es el gradiente
de alguna funcién escalar, es decir, si existe una funcién f tal que F = Vf.En esta situacion, f recibe
el nombre de funcion de potencial para F.

Campo gradiente en R%. Vf(x,y) = f,(x, )T + £, (x, )]

Campo gradiente en R3. Vf(x,y,2) = f,(x,y,2)T+ f,(x, v, 2)] + f,(x,y, z)k+
Derivadas de un campo vectorial

Un campo vectorial F(x,y,z)en el espacio posee tres funciones componentes, cada una de las cuales
depende de tres variables: P(x,y,z), Q(x,y,z),y R(x,y, z). Si queremos estudiar cambios del campo vectorial,
notamos que debemos evaluar la variacion de cada una de las funciones componentes respecto de cada una
de las variables. En total tenemos nueve derivadas parciales primeras:
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5
\ Py i

v
3
I
o
=
7o
S
v

Resulta conveniente combinar estas funciones en dos grupos: con tres de ellas se genera una magnitud
escalar llamada divergencia, mientras que con las otras seis se genera un nuevo campo vectorial llamado
rotor (rotacional)

Definicion. Dado un campo vectorial en el espacio

F(x,y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, z)E, se define la divergencia de F como la funcién escalar de tres
variables dada por: div(F) = P, + @, + R,. Siempre que las tres derivadas parciales existen.

ir div(F) = v.F = 2P 499 L 0R

Es decir, div(F) =V.F = o T 3y +,

Definiciéon. El rotacional de un campo vectorial. Dado un campo vectorial en el espacio F(x,y,z) =
(P(x,y,z) Q(x,v,2) R(x,y,z)) se define el rotor (o rotacional) de F como el nuevo campo vectorial en el
espacio dado por:

| 7 ]->7(’|
rot(F)=V><F=iii
dx 0y 0z

P Q R

En el caso de un campo vectorial F(x,y)en el plano: div(F) = P + Q,

rot(F) = (Qx — Py)l_é
Ejercicio 2.
Determine la divergencia y el rotacional de los siguientes campos vectoriales.

F(x,y,z) =((x +yz),(y + x2), (z + xy))
F(x,vy,z) ={xy?z3, x3yz%, x?y32z)
F(x,y,2) = xye? T+ yze* k

F(x,y,z) = (Sen yz,Sen zx ,Sen xy)

BN =

Teorema. Sea F(x, y) = P(x, y) T+ Q(x, y)jun campo vectorial definido en una region D del plano. Sus
funciones componentes P(x, y) y Q(x, y) tienen derivadas parciales de primer orden continuas en D que
satisfacen: P, = Q, , paratodo (x,y) € D. Entonces F es un campo conservativo en D.

Ejercicio 3: Consideremos el campo vectorial

F(x,y) = (2xcosy)T— (x%seny)].

a. Determinar si F es un campo conservativo en su dominio D.
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b. SiF es un campo conservativo en D, encontrar una funcién potencial para F

Ejercicio 4. Supongamos que F(x, v, z) = P(x, y, z) I+ Q(x, v, z)7+ R(x, y, z) k esun campo vectorial
conservativo. 4, Cual es el método para hallar una funcion potencial de F?

Ejercicio 5.
1. Determinar una funcién potencial para los siguientes campos conservativos:

a. F=yzi+ xz]+ xyk
b. F(x,y,2z) = (e¥cosy + yz)T+ (xz — e*seny)J+ (xy + 2)k

2. Determine si los siguientes campos vectoriales son conservativos, y en caso afirmativo hallar una funcién
potencial para F:

F(x,y) = (v, x)

Flx,y) = v, D

F(x,y) = (x — 2xy, y*> — x%)
F(x,y,z) = (4x — 2,3y + z,y — x)

ap oo

Integral de linea de un campo vectorial

Un concepto muy utilizado en Fisica es el de trabajo de una fuerza al mover un objeto de un punto a otro
del espacio. Consideremos una curva suave C (en el espacio), definida por la funcién vectorial r(t) que es
continua en [a, b] y tal que su derivada es diferente de cero paratodo t € [a,b].

El trabajo total del campo para mover la particula a lo largo de la curva es:

b
/‘ﬁ%»me

a

La integral de linea de F a lo largo de C:

w:/ﬁ’-d?
-

Ejercicio 6. Calcule en cada caso, la integral de linea de F a lo largo de la curva C definida por la funcion
vectorial indicada en cada caso:

a. F(x,y,2)= xyi+ yj— yzk, r(t) = ti+ t2j+ tk, 0 < ¢
b. F(x,y,2z) = 2yi+ 3x]+ (x + y)k, r(t) = costi+ sent]
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Integrales de linea en forma diferencial

Otra forma de escribir la integral de linea de los campos vectoriales es la forma diferencial.
Por ejemplo, si el campo vectorial es
F(z,y, z) = P(z,y, 2)i+ Q(z, y, 2)j+ R(z, y, 2) k,
y denotamos por r = i+ yj + zk al vector de posicion, entonces
dr =dri+dyj+dzk,

por lo que podemos escribir

fF-dr-]Pd:f:—i—Qdy+Rdz.
c c

En el caso de que un campo vectorial F sea conservativo y f es una funcién potencial de dicho campo.

fﬁconserv'dF=f 6f-d?=f(B)—f(A),
C C

Ejercicio 7. Observando que el integrando es un campo gradiente, calcular las siguientes integrales

(a,b) x
f e”(cosy dr — seny dy). I[LA'Z']ZCOS ydx + 1—2:|cs;errzy Y+ 1dz
0.0) (0,2,1) y =
](2,3,—4) , ,
rdr +y“dy — 2°dz=. (2.22) 1 1 x y
(1,1,1) Jl[I,I,I} ;dx+ E—y—z —Z—Zdz

Teorema de Green

Suponga que C es una curva cerrada simple suave por partes con una orientacion positiva que
limita una region simplemente conexa R. Si P, Q, dP/dy y dQ/dx son continuas sobre R, en-
tonces

[ ((0Q  aP
Px,y)dx + Q(x,y)dy = Jl( H% - {En-)dA'
Je E - -

R
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V=g,

x=h,(y)

Ejercicio 8

Y
=

1. Usar el Teorema de Green para calcular la integral de linea, donde C es la gréfica ilustrada.

f y3dx + (x3 + 3xy?)dy
Cc

2. Evaluar [ x*dx+xydy donde C es la curva triangular que une los puntos (0;0), (0;1) y (1;0),

orientada positivamente.
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Videos de apoyo

Funciones vectoriales
https://www.youtube.com/watch?v=krQviM21F-M

Calculo con funciones vectoriales
https://www.youtube.com/watch?v=bzs6{l28xBI

Introduccion a la integral de linea
https://www.youtube.com/watch?v=WMAXBWNS4Gc

Material complementario

e GeoGebra
e Symbolab



https://www.youtube.com/watch?v=krQvjM21F-M
https://www.youtube.com/watch?v=bzs6jI28xBI
https://www.youtube.com/watch?v=WMAxBWNS4Gc

